TEMA 3

AL GEBRA DE CONMUTACION
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POSTULADOSDEL ALGEBRA DE CONMUTACION

El Algebra de Boole es una estructura agebraica definida por dos
operadores binarios (+ y - ) de ta forma que satisfacen los siguientes
postulados :

P1: POSTULADO DEL CIERRE
(@) Six,yl Bentoncesx+yi B
(b) Sixyl B,entoncesx-yi B
P2 : POSTULADO DE LOSELEMENTOS DE IDENTIDAD

(2) Un elemento de identidad con respecto a operador + es designado por €
simbolo 0y cumple:
x+0=0+x=x sendox1 B
(b) Un eemento de identidad con respecto a operador - es designado por €
simbolo 1y cumple:
X-1=1.x=x
P3 : PROPIEDAD CONMUTATIVA
(@) Conmutatividad con respecto a operador +
X+y = y+X
(b) Conmutatividad con respecto al operador -
P4 : PROPIEDAD DISTRIBUTIVA
(a) Distributividad con respecto al operador +
X-(y+2) =x-y+Xx-z
(b) Distributividad con respecto al operador -
X+(y- 2) = (X+y) - (x+2)

P5 : AXIOMAS DEL COMPLEMENTO

@ x+x =1
(b) x-x =0

P6 : Existen al menos dos elementosx,y 1 B ta quex?! y




CARACTERISTICASDEL ALGEBRA DE BOOLE

1)

2)
3)

4)

En este dgebra, € significado de los operadores +,- son distintos de la
aritmética clédsica. Llama la atencion € hecho de que aparezca la
propiedad distributiva del operador + sobre - .

En los postulados no aparecen inversos de los operadores + vy - .
Se dispone de un operador nuevo como es el complemento.

Los postulados del agebra han sido listados a pares, parte (a) y parte
(b). Una parte puede obtenerse a partir de la otra mediante €
intercambio de los elementos unitarios (0 y 1) y los operadores
binarios( +y -). Esto se conoce como € Principio de dualidad, gracias
a cual, cuaquier apartado de los postulados puede obtenerse a partir
del otro sin mas que intercambiar los operadores binarios y los
elementos unitarios.

2. ALGEBRA DE BOOLE BIVALENTE O ALGEBRA DE
CONMUTACION

b

El dgebra de conmutacién se obtiene haciendo que € conjunto B de

elementos sean s0lo 2, €l 0y € 1, y definiendo los operadores binarios +
y - y & operador complemento, de la siguiente forma:

X | X’

0|1

110

Tablal
X |y Xty Xy

(operacion OR) | (operacién AND)

0] O 0 0
0| 1 1 0
110 1 0
1] 1 1 1

Tabla?2




Cumplimiento del postulado P1: El conjunto B, formado sdlo por €l Oy €
1, es cerrado, ya que en latabla 2 se puede ver que € resultado de x+y, Xy
(también 0 0 1) pertenece a B.

Cumplimiento del postulado P2: Usando la tabla 2 se puede demostrar que
X+0=X..

X |y X+y
0]0 0
0|1 1
1|0 1
1|11 1

De igual forma, de la columna del producto [6gico de la tabla 2 se deduce
guex-1=x.

Xy Xy
0|0 0
0|1 0
110 0
1|1 1
Cumplimiento del postulado P3:
a) X+y=y+x
X1y y+X Xty
0|0 0 0
0|1 1 1
1|0 1 1
1|1 1 1
b) X-y=Yy- X

Xy Y- X

R|IPR OO X
ROk [(O
R|IOO|O
R|IOO|O




Cumplimiento del postulado P4 :
(@ x- (y+t2=xy+x-z

XYz |[Xy|Xz [Xxy+X-Z |y+z |X-(y+2)
000]| O 0 0 0 0
001 | O 0 0 1 0
010 O 0 0 1 0
011 O 0 0 1 0
100] O 0 0 0 0
101 O 1 1 1 1
110 1 0 1 1 1
111 1 1 1 1 1
(b) x+(y- 2) = (xty) - (x+2)
XY Z [XtY |X+Z |(xty): (X*Z) |y-Z |X+(y-2)
000]| O 0 0 0 0
001 | O 1 0 0 0
010 1 0 0 0 0
011 ] 1 1 1 1 1
100 1 1 1 0 1
101 1 1 1 0 1
110 1 1 1 0 1
111 1 1 1 1 1

Cumplimiento del postulado P5: De la definicion del operador
complemento (Tabla 1), se deduce que

X | X X+X X- X'
0|1 1 0
1|0 1 0
X+xX' =1
X-X'=0

Cumplimiento del postulado P6: El dgebra de conmutacion ha definido dos
elementos distintos: €l 0y € 1, que son los elementos identidad respecto al
operador OR y AND respectivamente.




2.1 Teoremas del algebra de conmutacion

T1

T2:

T3:

T4:

T5:

T6:

T7:

: TEOREMA DE IDEMPOTENCIA

(@ x+x=x
(b) x:x =X

TEOREMA DE LOS ELEMENTOS DOMINANTES

@x+1=1
(b)x- 0=0

LEY INVOLUTIVA
(X') =x
TEOREMA DE ABSORCION

@x+xy=x
(b) x: (xty) =x

TEOREMA DEL CONSENSO

(@ X+ (X'-y) =x+y
(b) x- (X' +y) =Xy

TEOREMA ASOCIATIVO

(@) x+(y+2)= (x+y)+z
(b) x- (y-2)=(x-y) -

LEYES DE MORGAN

@ (x+y) =Xy’
(b) (x-y) =x"+y’

Ley de Morgan generalizada
(@ (xtytz+..) =Xy -7 ...
(b) (X-y-z-....) =X +y'+Z'+...




Demostraciones de los teoremas del dlgebra de conmutacion

Demostracion del teorema T1:

(@ x+x=Xx
X X+X
0| 0+0=0
1| 1+1=1
(b) X+ X=X
X XX
O| 0-0=0
1] 1.1=1
Demostracion del teorema T2
QA X+X=X
X| xX+1
0| 0+1=1
1| 1+1=1
(b) X- 0=0
X! x-0
O| 0-0=0
1| 1.0=0
Demostracion del teorema T3
X Xl (XI)I
0 1 0
1 0 1




Demostracion del teorema T4 :
AX=X+XYy

X|Y|X-y| XXy
00| O 0
01| O 0
110/ 0 1
11 1 1
(b) x- (X +y) =x
Queda demostrado por dualidad.
Demostracion del teorema T5:
(8) X+ (X-y) =X+
X|Y[|X+tY| X [ X -y X+X -y
O/j0f 0|1 O 0
O/1] 1 (1| 1 1
10 1 (0] O 1
1{11 1 (0] O 1

(b) x-(X'+y)=x-y
Por dualidad queda demostrado.




Demostracion del teorema T6 :

(@ x + (y+2) = (x+y)+z

Xy z|(ytz| x+(y+2) | (xty) | (X+y)+z
)

000| O 0 0 0
001| 1 1 0 1
010]| 1 1 1 1
011] 1 1 1 1
100| O 1 1 1
101 1 1 1 1
110 1 1 1 1
111] 1 1 1 1

(b) x-(y-2) = (x-y) -z

Por dualidad queda demostrado.

Demostracion del teorema T7 :

(@ (xty) =x"y’
X|Y | Xty [(xty) X" |y |X'-Y
0|00 (1 1 (1 (1
0|11 [0 1 0 |0
10|11 |O O |1 (0
1111 |0 O [0 (O

(0) x-y)y =x'+y

Por dualidad queda demostrado.




3. VARIABLESY FUNCIONES BINARIAS
Se denominan también variables y funciones de conmutacion o |6gicas

Una variable binaria (de conmutacion o légica) es un simbolo
(normamente una letra con algun subindice, o sin &) al cual se le puede
asignar €l valor l6gico 0 o el valor 16gico 1.

Una funcién binaria (de conmutacion o 16gica) de n variables es una regla
gue marca o asocia un valor binario (1 o 0) a cada una de las posibles
combinaciones binarias de las n variables. En la siguiente tabla se
representa un caso de unafuncién binariaf de dos variablesx ey.

Rl |o|o|x
Flolk|lok
~|lo|lolo|m

De un modo mas formal se puede afirmar que una funcion de conmutacion
de n variables es una aplicacion del conjunto B" en B

f:B"® B

donde B" =B;xB,xBs..xB,, es el producto cartesiano de los conjuntos de
elementos del algebra de conmutacién, y un elemento perteneciente a dicho
producto cartesinao, x 1 B", se compone de una n-tupla (X, X2,Xa..Xn).

La definicion de una funcion de conmutacion de n variables sugiere que esta
pueda ser representada por una tabla de n+1 columnas, de las cuales las n
primeras representan los valores de las variables binarias, y la tltima el valor
de la funcion para cada combinacion. Esta tabla de combinaciones se
denominatabla de verdad.

Xn f(X1,X2,X3..Xp)
0 ...11(0,0,0...0)

0 0 ..[f(0,00..1)




11 1 ..Jf(L1,1,.0)
1

Se dice que una funcién de conmutacion es completa cuando esta se
encuentra definida ( o toma €l valor de 0 0 1) para toda combinacion de
entrada. En cambio una funcion de conmutacion es incompleta cuando
existen combinaciones de entrada que no definen un valor concreto de la
funcioén.

Existen 2% " funciones de conmutacion completas de n variables. En la
siguiente tabla se muestran las 16 funciones de conmutacion distintas de 2
variables (n=2)

XY |Fo F1 Fo F3 F4 Fs Fg F7 Fg Fg Fig Fuu Fio Fiz Fis Fis
oc0o)jo o o o o o oo 1 1 1 1 1 11 1
a0 0o 0o 01121212 00 O O0O 1 1 1 1
i0/j0 0 1.1 0 0O 1 1 0O O 1 1 0o 0 1 1
110 1 0 1 0 1 0 1 O 1 O 1 O 1 O 1

Fo = 0 ;Eslafuncion constante O

F, =x-y; Eslafuncion AND

Fo=x-Yy

F; = x ; Eslafuncion transferencia

Fa=X -y

Fs =y ; Eslafuncion transferencia

Fe=X - y+x-Yy ;Eslafuncion EXOR que se representa también como
xAy

F; = x+y ; Es lafuncion OR

Fs=Xx"-Yy =(x+y) ; Eslafuncion NOR
Fo=Xx -y +x-y;Eslafuncion NEXOR
Fio= Yy ; Eslafuncion NOT

Fll =X+ y’

Fi, =X ; Eslafuncion NOT

Fiz=X +Vy

Fia=(x-Yy) ; Eslafuncion NAND

Fis =1 ; Eslafuncidn constantes 1




4. EXPRESIONES DE CONMUTACION

P Unaexpresion de conmutacion de n variables consiste en un nimero finito
de constantes (0, 1) y variables conectados por los operadores (+),(-) vy
() deformaque (+) y (-) no pueden estar adyacentes nunca.

Ejemplos: x+vy-Z
a [ (atb-c) +b]

P Cada expresiéon de conmutacion de n-variables describe una Unica funcion
de conmutacion de n-variables.

Dos expresiones de conmutacion A y B se dicen equivaentes (A=B) sii ellas
describen la misma funcién de conmutacion

Ejemplo: Seaf=atb-¢ y g=(atb) - (atb' +c")

—

P RPFPRPPFPOOOO|ID
PR OOR PR OO|T
P OPFPOPFRRORFrO|O
PR RPFRPORLROO

PR RPRPOR OO

f y g son equivalentes porque describen la misma funcion de conmutacion.




4.1 Expresiones normales

P Se define un literal como una variable que aparece complementada o sin
complementar en una formula de conmutacion

P Sellamatérmino producto a un literal o producto (conjuncién) de literales

P Sellamatérmino sumaaun literal o suma(disyuncién) de literales

P Una expresion de conmutacion que se representa como un simple término
producto o suma de ellos se llama expresion normal disyuntiva o suma
de productos

P Una expresion de conmutacion que se representa como un simple término
suma o producto de €ellos se llama expresion normal conjuntiva o
producto de sumas




4.2 Expresion canonica disyuntiva o suma de minté& minos

P Laexpresion normal disyuntiva se define como un término producto o
suma de ellos.

F(abc)=ab-c+ab-.-c +a-b-c

P Cada término producto de la expresion anterior contiene todas las
variables de la funcién. Un término producto con esta propiedad se llama
mintérmino o0 producto estandar. Una formula consistente solo de
mintérminos en la que no aparezcan dos iguales se dice que esta en forma
canonica disyuntiva.

P Existen 2" mintérminos de n variables

X' 1:X 2 X'3 X1 X 9 X'3
X' 1+ X 2+ X3 X1+ X 9+ X3
X 1" X X' 3 X1 Xo' X' 3
X' 1+ Xor X3 X1 Xo* X3

P Dada una lista completa de los mintérminos de n-variables, s a cada una
delas n-variables se le asigna el valor 0 0 1, entonces sdlo un mintérmino de
lalistatomara el valor 1y losotros € O.

P Toda funcion de conmutacién puede expresarse en forma candnica de
mintérminos.

Xy Z
000
001
010
011
100
101
110
111

RPORPROPFRPEFR OOl




F=X-y-Z +X:y-z+ Xy 2+ X y-Z

P Laexpresion en suma de mintérminos de una funcién de conmutacion es

Unica.

P Toda expresion de conmutacion completa puede ser descrita en forma de

suma de minté&minos.

4.2.1 Notacion —m

P Lanotacion m simboliza de forma simplificada los mintérminos de una

funcion.
Mintérmino Entrada binaria Notacion-m
asociada
X' 1-X 2 X'3 00O Mo
X' 1- X 2" X3 001 my
X' 1- X2+ X'3 010 mo
X' 1+ Xo* X3 011 ma
X1-X 2 X3 100 my
X1+ X 2* X3 101 Ms
X1+ X2+ X3 110 Mg
X1+ Xo* X3 111 my
Ejemplo:

F(X1,X2,X3)= X"1- X' 2: X’ 3+ X' 1- X2: X 3 + X' 1- X2 X3 + X1+ Xor X3 =
= Mo+ My + M3 +my= am(0,2,3,7) =a (0,2,3,7)




4.2.2 El primer teorema de expansion

Apartado a

Cualquier funcién de conmutacion completa de n variables puede
expresar se cComo

TG XKoo X)) = X TOXG0 0 X X T X0 X))

donde las funciones f(0,Xz,..X) Y f(1,X2,..Xn) Se denominan funciones residuo
def para x;=0y x;=1 respectivamente.

Apartado b:

Cada funcion de conmutacion completa puede escribirse como

n.
021

PO Xor X)) =, PO MK Xpr X)

donde f(i) es € valor que toma la funcion f para la entrada decimal i, y
mi(X1,X2,..,X,) € mintérmino asociado a dicha entrada i.




4.3 Forma canonica conjuntiva o producto de maxtér minos

P La formula norma conjuntiva se define como un término suma o
producto de ellos.

F(ab,c)= (atb+c) - (atb'+c’) - (a'+b'+cC)
P Un término suma gque contenga todas las variables de la funcién se [lama
maxté&rmino o0 suma estandar. Una formula consistente sdlo de
maxtérminos en la que no aparezcan dos iguales se dice que esta en forma

canonica conjuntiva.

P Existen 2" maxtéminos de n variables

X1+Xo+X3 X’ 1+Xo+X3

X1+Xo+X 3 X 1+Xo+X 3
X1+X >+X3 X' 1+X >+X3
X1+X otX 3 | X 1+X o+X 3

P Dada una lista completa de los maxtérminos de n-variables, s a cada una
delasn-variables se le asigna el valor 0 0 1, entonces sblo un maxtérmino
delalistatomarae valor Oy losotros € 1.

P Toda funcion de conmutacion puede expresarse en forma candnica de
maxtérminos

Xy z
000
001
010
011
100
101
110
111

F= (x4y+2) - (<y+2)- (¢ +y+2)- (<+y' +2)

RPOFRORFRRFROO|I—




P La expreson en producto de maxtérminos de una funcién de
conmutacion es Unica.

P Toda expresion de conmutacion completa puede ser descrita en forma de
producto de maxtérminos.

4.3.1 Notacion —-M

P Lanotacion M simboliza de forma simplificada |os maxtérminos de una
funcion.

Maxtérmino Entrada binaria Notacion-
asociada M
X1+Xo+X3 00O Mo
X1+Xo+X' 3 001 M
X1+X >+X3 010 \Y B
X1+X o+X 3 011 Ms
X’ 1+Xo+X3 100 Mg
X 1+Xo+X 3 101 Ms
X' 1+X o+X3 1160 Mg
X 1+X o+X 3 111 M-

Ejemplo:

F(X1,X2,X3)= (X1+Xa+Xa)- ( Xa+X 24X 3)- (X' 1+X2+X"g)" (X 14X 24X 3)
= MO M3 M5 M7: OM(O,S,S,?) 20(0,3,5,7)




4.3.2. El segundo teorema de expansion

Apartado a
Cualquier funcién de conmutacion completa de n variables puede

fXe X X) = [XF O X X)] [ # T 0 X0 X))

expresar se Como

donde las funciones f(0,Xz,..X) Y f(1,X2,..Xn) Se denominan funciones residuo
def para x;=0y x;=1 respectivamente.

Apartado b:

Cada funcion de conmutacion completa puede escribirse como

-1

22 -
O [fi)+ M, (X Xor X))

i=0

F (X0 Xor0 X5

donde f(i) es €l valor que toma la funcion f para la entrada decimal i, y
Mi(X1,X2,..,X,) € maxtérmino asociado a dicha entrada i. Dicho de otra
forma, cuaquier funcién de conmutacién completa de n variables puede
expresarse como €l producto de la suma de lo que evalla la funcién f para
cada entrada 'y € maxtérmino asociado a dicha entrada.




5. FUNCIONES DE CONMUTACION INCOMPLETAS

Ejemplo

Xy z
000
001
010
011
100
101
110
111

O r LT

1 O 1

— O

5.1 Funcién inespecificacion

P Paradescribir matematicamente una funcion incompleta, es necesario
introducir una funcidn que nosindique el dominio de lamisma. Estafuncién
se denomina funcién inespecificacion o funcion no importay se representa

por d(x,y,..).

Xy z
000
001
010
011
100
101
110
111

O OPFRrPOFr,OOOQ

P Matematicamente debemos acompaiiar las dos expresiones para
representar una funcion incompleta
Ejemplo

F(x,y,2)=a(0,1,7)+d(3,5)

F(x,y,2)=P (2,4,6)- d(3,5)




6. REPRESENTACION DE FUNCIONES

Las funciones de conmutacion incompletas son aguellas que no estén
definidas para todo e conjunto de combinaciones de entradas. En la
siguiente las entradas en las que F no esta definida se ha puesto un guién (-

).

Ejemplo

Xy z
000
001
010
011
100
101|-
110
111

O r M

O 1

— O

Para describir matematicamente una funcion incompleta, es necesario
introducir una funcion que nos indique & dominio de la misma. Esta funcion
se denomina funcion inespecificacion o funcién no importa y se representa

por d(x,y,..).




6. REPRESENTACION DE FUNCIONES

Las funciones de conmutacion pueden ser representadas usando 4
métodos diferentes, algunos de los cual es ya hemos estudiado anteriormente.

P Formula de conmutacion
P Tabladeverdad
P Mapa de Karnaugh (K-mapa)

El mapa de Karnaugh es un diagrama hecho de cuadros. Cada cuadro
representa el valor que toma la funcién para una combinacion de entrada

Mapas de 2 variables
X 1
X 2 0 1
0
1
f

Por g emplo, la representacion en K-mapa de lafuncion f = x;+ X, seria

X 1

X 2 0) 1
0) 0) 0)
1 0 1

An




Mapas de 3 variables

X1X2

«; 00 01 11 10

0
1

Ejemplo: Representar la funcion f= P (0,4,6)

X1X2
00 01 11 10

O 0|1 O] O
1 1,1 1 1

X3

Mapas de 4 variables

X1X2
OO 01 11 10

X3X4
00

01
11
10

Ejemplo: Represente la funcién f=S(1,2,3)+d(5,10)

TrAAA AL RVl -~ _ 1 A



X1X2

X3X4 00 11
00 | O 0
01 1 0
11 | 1 0
10 | 1 0

Mapas de 5 variables
X1X2X3
000 001 011 010 110 111 101 100
XaX5

00

01

11

10

Propiedad de adyacencia de los K-mapas.

X1X2

X3X4 000

11

00

A

01

\J

11

10~

A




X1X2X3

000 001 011 01

%l?m 111 101 100

X4X5
00

01

X

11

10




P Representacion simbolica

Existen simbolos graficos que representan las funciones logicas maéas
comunes AND,OR,NQOT, etc. En la siguiente tabla se muestran los simbolos
| 6gicos més importantes.

Nombre

Simbolo
gréfico

Simbolo
|IEEE

Funcion
algebraica

Tablade
Verdad

AND

X —
y —

& 2z

Xy |z

00
01
10
11

= OOOoO

OR

X —
y — =

Z=xX+y

Xy

00
01
10
11

e =LY

NOT

o
[N

Seguidor o
BUFFER

= O
[EEN

NAND

X —
y —

Z=(x-y)

Xy

00
01
10
11

NOR

x
y —

>1 O— 2z

Z=(x+y)

Xy

00
01
10
11

EXOR

X
y

Z=xAy

Xy

00
01
10
11

NEXOR

Z=(Avy)

Xy

00
01
10
11

RrooRr|N|loOrrRrON|loooOoR|N|O R F R|N

~=




La representacion simbdlica de las funciones de conmutacion se consigue
simplemente conectando gréficamente las entradas y sdidas de estos
simbolos.

Ejemplo :

Sea la funcién de conmutacién f=x-y + Z'-y, su representacion ssimbodlica
seria

X
&
y o
>1l
f
z 1 G &
° o
y

AN




7.PRIMITIVASLOGICAS:CONJUNTOS COMPLETOS

Un conjunto de operadores, como por gemplo (AND,OR,NOT) constituye
un conjunto completo cuando, con dichos operadores, se puede
implementar cualquier funcién de conmutacion.

S las variables de una funcion de conmutacion o variables de entradas se
disponen o todas complementadas o todas sin complementar se dice que
dichas variables estan en rail simple. S estas variables se disponen
complementadas y sin complementar, se dice que estan en doble rail.

El conjunto de operadores formado por (AND,OR) forma un conjunto
completo s las variables se disponen en doble rail.

Existen otros gemplos de grupos completos como (AND,NOT) o
(OR,NOT) o0 (NAND) o (NOR).

- Demostracion de que (AND,NOT) forma un conjunto completo

S0lo bastaria con construir un operador OR a partir de estos

X
— 1 o

Y | b

- Demostracioén de que (OR,NOT) forma un conjunto completo

Bastaria con obtener €l operador AND a partir de estos.

X -
- 1 N

1%

Y




Demostracion de que (NAND) forma un conjunto completo

Bastaria con obtener el operador NOT y AND.

X Z=X' X
&O— & Z=X
Y &—
NOT AND
Demostracion de que (NOR) forma un conjunto completo
Bastaria con obtener el operador NOT y OR.
X Z=X X
2 = Z=x1
y S0

NOT

OR

AN




